A grafelmélet néhany alkalmazasa

A grafelmélet néhany szemléletes €s jelents alkalmazasara adunk példat ebben a fejezetben. A fagraf
bejarasa a kiilonb6z mveleti kodok alapjat képezi. A minimalis feszitfa megkeresésére vonatkozé
szdmos algoritmus koziil a Kruskal-algoritmussal foglalkozunk, mig a legrévidebb Ut problémajat
Dijkstra algoritmusdnak bemutatasaval targyaljuk.

V¥ Fagraf bejarasa
V¥ Eljarasok

> restart;
> Wit h(G aphTheory):
> ki sebb_m nt: =proc(a,b)
| ocal t;
if type([a,b],[string,string]) then
t:=sort([a, b],|exorder);
el se
t:=sort([a,b])
fi:
If a=t[1] then true else false fi;
end:
> Preorder: =proc(G : Gaph,r)
| ocal Dep,v, T,
#A gyokeér negl at ogat asa
printf("%",r);
#A gyokér gyerekei nek neghat.
Dep: =Departures(Gr):
#A gyer ekek sorbarendezése
Dep: =sort (convert (Dep,list), kisebb_m nt);
#A részfak Preorder bejarasa
for v in Dep do
Preorder (G v)
od; printf("\'n",r)
end:
> | norder: =proc(G : Gaph,r)
| ocal v, Dep, T;
#Ha | evél hez értiunk el, akkor kiirjuk a csucs nevét
I f QutDegree(Gr)=0 then
print(r):
#Bel s csucsnal jarunk




el se
Dep: =Departures(Gr);
# Meghat arozzuk a gyerekek sorrendj ét
# és bejarjuk a | egbal ol dali bb részfat
Dep: =sort (convert (Dep,list), kisebb_mnt);
I norder (G Dep[1]);
#Megl at ogat j uk a gyodker et
print(r);
# Bej arjuk inorder nddon a visszal ev részfakat
for v in Dep[2..nops(Dep)] do

| norder (G v)

od;

fi;

end:

> Postorder: =proc(G : Gaph,r)

| ocal v, Dep, T;

#Tekintj ik a gyorér gyerekeit
Dep: =Departures(Gr);
# Sorba rendezzik a gyerekeket
Dep: =sort (convert (Dep,list), kisebb _mnt);
# Rendre bejarjuk részfakat postorder nbdon
for v in Dep do

Post order (G, v)

od;

#Megl at ogat j uk a gyodker et

printf(" %", r)

end:
> al akit:=proc(G : G aph)
| ocal L, L1;

L: =map(t->convert(t,list), Edges(Q);
L1: =map(t->sort(t, kisebb_mnt),L);

D graph(Ll);

end:

A fakkal kapcsolatos algoritmusoknal sok esetben végig kell jarni a csucsokat. Ilyenkor a fa
bejarasardl beszéliink. Mivel egy n cstcsu fa alakja elég valtozatos lehet, egy ilyen algoritmus
felépitése nem kézenfekv. Harom alapvet eljarast mutatunk a fa bejarasara. Az iiltetett fat részfak
rendszerének fogjuk fel, s rekurziv méddon jarjuk be a fat. A kiilonbdz tipusu fa-bejarasokat a
kovetkez graf bejarasaval szemléltetjiik:

> G = Gaph([a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,I,mn,o,p]):
Addedge(G {{a, b},{a, c},{a,d},{b, e}, {b,f}, {d g}, {d, h},{d, i}, {e,
iy, {e;k}, {9, 1}, {9, m, {k n}, {k, o}, {k, p}});
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Dr awG aph( G styl e=tree, root =a);

Preorder bejaras

A preorder bejaras esetén
Elszér megvizsgaljuk a gyokeret,
ezutan rendre bejarjuk balrol jobbra a részfakat

1Lépéz A gyikér meglatogatasa

2. Lépés 3. Lépeés n+1. Lépés
T, preorder I, preorder I, preorder
bejarasa bejarasa bejarasa

Preorder bejaras

A preorder bejarast valdsitja hasonnev, Preorder eljaras valositja meg. Paraméterei a graf és a
gyokér. Rajzoljuk fel mindenekeltt a fagrafot.

| > DrawG aph(G styl e=tree, root=a);

A graf bejarasahoz at kell alakitanunk a gréafot iranyitott graffa, amelynek ¢élei mindig a kisebb
cimkéj csucsbdl a nagyobb cimkéj csucsba mutatnak. Az atalakitast az alakit eljarassal

| végezzik:

| > Gd: =al akit (O);

| Ezutan alkalmazhatjuk a Preorder eljarast.

| > Preorder(d, a);

Inorder bejaras



Inorder bejaras esetén

Elszor bejarjuk a bal széls részfat,

majd megvizsgaljuk a gyokeret,

ezutan balrél jobbra bejarjuk a tobbi részfat.

2.Lépés A gyikér meglatogatasa

1. Lépés 3.Lépeés n+1. Lépés
I, inorder T, inorder I inorder
hejarasa bejarasa bejarasa

Inorder bejaras

Az alabbi eljaras a inorder bejarast valositja meg. Paraméterei a graf és a gyokér.

|:> DrawG aph(G styl e=tree, root =a), I norder (&, a) ;

V Postorder bejaras

Postorder bejaras esetén

Bejarjuk rendre balrdl jobbra a részfakat,
megvizsgaljuk a gyokeret




n+l.Lepes A gyikeér meglatogatasa

1.Lépés 2. Lépés n. Lépés
I, postorder 1": postorder I, postorder
bejarasa bejarasa bejarasa

Postorder bejaras

Az alabbi eljaras a postorder bejarast valositja meg. Paraméterei a graf és a gyokér.

|:> DrawG aph( G styl e=tree, root =a), Post order (&, a) ;
Természetesen kisebb méret grafok esetén a kiilonboz bejarasok az eljarasok hasznalat nélkiil,
kozvetlenill is elvégezhetk. Tekintsiik példaul a kdvetkez, G2-vel jelolt binaris grafot:

> &:= Gaph([a,b,c,d,e,f,g,h,i,],Kk]):
AddEdge( &2, {{a, b}, {a, c},{b,d},{b,e},{c,f},{c,g},{d, h},{d, i},
L {f 3 {f.k}})S
| > DrawG aph( &2, styl e=tree, root =a);
Jarjuk be a grafot pédaul postorder moédon. Az eredmény: h,i,d, e, b, j, k, f, g, c, a.
Ellenrizziik eredményiinket a Postorder eljarassal:
| > G2d: =al aki t (&) ; Post order (&d, a) ;
>

V Mveleti kédok

Tekintsiik a kovetkez kifejezést
(x+y)"2)+((x-4)/3)

Ez a kifejezés un. infix mveleti kddolassal van felirva, vagyis az operandusok kozrefogjak a
mveleti jelet. Alkossuk meg a mvelethez tartozo6 rendezett binaris fat! A fat alulrol folfelé
épitjiik fel. Elszor elkészitjiik az x+y kifejezésnek megfelel részfat, s ezt beagyazzuk az (x+y)
"2 kifejezést reprezentald részfaba. Hasonloan elkészitjiik az (x-4) -et megjelenit részfat, majd az




(x-4)/3-nak megfelel részfat.Végiil az (x+y)"2 és az (x-4)/3 kifejezésekbl, a gyokérbe a +
mveleti jelet téve 1étrehozzuk az ((x+y)"2) + ((x-4)/3) kifejezést reprezentalo fat. Ezeket a
1épéseket lathatjuk az 1. abran.
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1. 4bra

A mveletsort dbrazolo graf inorder bejardsa a mveletsor inorder kodjat reprezentalja. A
mveletsor un. prefix kodjat nyerhetjiik, ha a grafot (jobboldali abra) preorder modon jarjuk be.
A prefix jelolés vagy prefix kod megkiilonbdztet jellemzje az, hogy az operatorokat (mveleti
jeleket) az operandusoktol balra helyezi el. Elnye, hogy egyértelmsége miatt zardjelekre nincs
sziikség. Jarjuk be tehat a grafot preorder mddon! Az elz paragrafusban ezt mar megtettiik
kozvetleniil, az abrat szemlélve. A prefix kod :

+A+xy2/-x43.
Hasonloképpen kaphatjuk a binéris fa alapjan a postfix kédot a fa postorder bejarasaval. A
kifejezés postfix alakjaban a bindris operator koveti az operandusokat. Az egyértelmség miatt
zardjelekre itt sincs sziikség. A szoban forg6 kifejezés postfix kodja:

Xy+2Ax4-3/+.

8.1.1. Példa

Szerkessziik meg a kovetkez Osszetett logikai kifejezést reprezentald rendezett, binaris, gyokeres
fat. Ezutan a fa segitségével irjuk fol a kifejezés prefix, infix és postfix alakjat.

Megoldas

A fat most is alulrél folfelé épitjiik fel. Elszor a — p-nek és a — g-nak, valamint ap A g-nak
megfelelo reszfat alakitjuk ki (itt a — unaris operator). Majda— (p A ¢g) és a
(—p)V (—¢q)jon sorra. Végiil az utdbbi két részfabol megépitjiik a végs gyodkeres fat . (2. abra)
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2. abra

A prefix, infix és postfix kodot megkapjuk, ha a kapott gydkeres fat bejarjuk rendre preorder,
inorder illetve postorder modon.

A prefix kod: & —~ A pq V —p—q. Az infix kod: (—(p AqQ))<~>((—p)V(—q)). A postfix kod p q A
“pTqV e

A kovetkezkben példakat mutatunk a prefix ill. postfix kodu kifejezések kiértékelésére.

8.1.2. Példa

Ertékeljiik ki a kovetkez prefix kédi kifejezést:
+ - %235/ "~234

Megoldas

A prefix alaku kifejezést jobbrol balra haladva, a kovetkezk szerint értékeljiik ki:

Megkeressiik az els mveleti jelet (operatort), majd végrehajtjuk a mveletet a tle kozvetleniil
jobbra es két operandussal. A mvelet elvégzése utan az eredményt 11j operandusként kezeljiik, a
az elz harmas (operatos ¢és a két operandus) helyére illesztjiik. A fenti 1épéssort folytatjuk
mindaddig, mig meg nem kapjuk a végeredményt.



1"3=8
+ — * 23 5/ 8 4
8/4=2
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1*3=4
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6-5=1
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1+2=3

A kifejezés értéke 3.

8.1.3. Példa

Ertékeljiik ki a kdvetkez postfix k6di kifejezést:
72 3% —-—4"93/ +

Megoldas

A postfix alaku kifejezéstbalrol jobbra haladva, a kdvetzezk szerint értékeljiik ki:
Megkeressiik az els mveleti jelet (operatort), majd végrehajtjuk a mveletet a tle kozvetleniil
balra es két operandussal. A mvelet elvégzése utan az eredményt j operandusként kezeljiik, a
az elz harmas (operatos és a két operandus) helyére illesztjiik. A fenti 1épéssort folytatjuk
mindaddig, mig meg nem kapjuk a végeredményt.



A kifejezés értéke 4.

Y Minimalis feszitfa, Kruskal algoritmusa

¥ A minimailis feszitfa fogalma

Legyen adott n szamu telepiilés, amelyeket uthalozattal szeretnénk 6sszekdtni gy, hogy barmely
telepiilésbl el lehessen jutni a tobbibe. Ismerjiik tovabba az egyes telepiiléseket 6sszekdt utak
épitési koltségeit. Keressiik a legkisebb koltség megoldast!

A grafelmélet nyelvére leforditva ez a kovetkezt jelenti: Adott egy Osszefiigg, egyszer graf,
sulyozott elekkel, ezek a ,,koltsegek”. Keressunk egy minimalis kéltsegu (koltsegosszegu) olyan
részgrafot, mely a graf 6sszes pontjat tartalmazza!

Egy ilyen részgrafnak nyilvan fagrafnak kell lennie, ugyanis ha volna benne kor, akkor annak egy
tetszleges ¢lét elhagyva - ezzel a koltségek 0sszegét csokkentve - Osszefiigg maradna a graf. A
keresett graf tehat egy olyan fa, mely a graf 6sszes pontjat tartalmazza, azaz "feszit fa".
Természetesen a megoldando6 probléma sokféleképpen megfogalmazhat6. Szdba johetett volna
példaul az is, hogy telepiilések egy rendszerét vizvezeték-haldzatba akarjuk bekapcsolni, s rendre
meghatdrozhato a telepiiléseket 6sszekot vezetékrész épitési koltsége. Adott a vizforras, melyik
kozvetlen 0sszekottetéseket épitsiik meg, hogyminden telepiilésre eljusson a viz, s a koltség
minimalis legyen.

Adjuk meg pontosan a feszit fa fogalmat!

8.2.1. Definicio

Az 0sszefiigg G graf F részgrafjat G egy favazanak (feszit fajanak) nevezziik, ha F fagraf, és G
minden csucsat (pontjat) tartalmazza.



8.2.2.Definicio
Minimalis érték favaz alatt az 6sszefgg, sulyozott €l graf olyan favazat (feszit fajat) értjiik,
amelyre az élek sulyainak 0sszege a lehet legkisebb.

A minimalis feszitfa nem feltétleniil egyértelm, de annak stlya igen. A kévetkezkben a
minimalis feszitfa meghatarozasat Joseph Bernard Kruskal (sziiletett 1928-ban) masodéves
egyetemi hallgato koraban megalkotott algoritmusaval végezziik.

¥V Probléma

Nevada allamban sok, a képen lathatéhoz hasonlo, burkolatlan ut van.

Az alabbi graf ilyen utak halozatat dbrazolja. Az élek sulya a telepiilésparok kozti Gtszakaszok
hosszat jelenti. Melyik utszakaszokat kellene burkolattal ellatni, hogy barmely telepiilésbl
barmely telepiilésbe eljuthassunk burkolt uton és az utburkolés koltsége a legkisebb legyen,
vagyis a lehet legrovidebb uthosszat kelljen burkolni?




Manhattan

Tonopah Warm Springs

Dyer

Oasis

Deep Springs
Point Beatty

;Hozzuk létre a problémahoz tartozo6 grafot!
;> restart:
[> Wi th(G aphTheory):
> G := Gaph({[{Manhattan, Varm S}, 60], [ { Manhat t an, Dyer}, 80], [
{Manhat t an, Tonopah}, 25], [ {War m_S, Tonopah}, 55], [ { Tonopah,
ol df i el d}, 35], [{ Tonopah, Si | ver peak}, 40], [ {Dyer, Si | ver peak},
25],[{Si | verpeak, Gol dfi el d}, 20], [ { Dyer, Qasi s}, 21], |
{Si | ver peak, Qasi s}, 23], [{Col df i el d, Li da}, 20], [ { Gol dfi el d,
Beatty}, 70],[{Lida, Gol d_P}, 12] ,[{Deep_S, Gol d_P}, 30], [{Beatty,
| Gold_P}, 45], [{Casi s, Deep_S}, 10], [{Qasi s, Li da}, 25] });
| > DrawG aph(0Q);
A kovetkezkben a minimalis feszitfa meghatarozasat Joseph Bernard Kruskal (1928-2010)
masodéves egyetemi hallgaté kordban megalkotott algoritmuséaval végezziik. A Kruskal-
algoritmus egy stlyozott grafokat feldolgozé moho algoritmus. A moho algoritmus vagy greedy
algoritmus olyan problémamegold6 algoritmus, amely helyi optimumok megvaldsitasaval
probalja megtalalni a globalis optimumot.
Ha a graf 0sszefligg, akkor a Kruskal algoritmus minimalis feszitfa megalkotasara szolgél, ha
| nem, akkor minimalis feszit erdt hoz létre.

V¥ A Kruskal algoritmus pszeudokédja

Az algoritmus 1épései a kovetkezek:




* Vilasszunk ki egyminimalis sulyu élt.

* Ha ennek az ¢élnek a részgrathoz vald hozzaadéasaval kor keletkeznék, "dobjuk azt el",
egyébként vegylik hozza a grathoz.

* Ha van még meg nem vizsgalt ¢l, folytassuk az elz Iépésekkel.

Mindezt pontosabban mutatja be az algorimus pszeudokodja.
procedure Kruskal(G: sulyozott, 6sszefiigg, irdnyitatlan graf n csticcsal)
T: = egy minimalis sulyu ¢l
for i:=1 ton-2 do
begin
e: = egy minimalis stulyu ¢l, amely nem hoz létre kort, ha hozzavessziik T-hez
T: =T -hez hozzdadva e-t
end { T egy minimalis feszitfa G-ben }
Az algoritmus részletes kidolgozéasaval itt nem foglalkozunk, de bemutatjuk a Maple
| GraphTheory csomagjanak Kruskal algoritmusat megvalosito eljarasat.

Y A Maple eljarasa Kruskal algoritmusara
Oljuk meg az elz szekcioban megfogalmazott problémat!

Megoldas

_Rajzoljuk fel Gjra a grafot
| > DrawG aph(G);

Ha valamely ¢l stilya nem olvashato le egyértelmen az dbrardl, akkor a kdvetkez utasitassal
| kaphatjuk meg az értéket:

| > Get EdgeWei ght (G {Dyer, Manhattan});

;Ha az Osszes €l sulyat szeretnénk tudni, akkor a kovetkezképpen jarhatunk el:
| > map(t->[t, Get EdgeWei ght (G t)], Edges(Q));

;...Vagy a Maple beépitett eljarasat hasznalva

| > Edges(G wei ghts);

Ha az algoritmus futasat leir6 lizeneteket is akarunk kapni, akkor az informécioszintet
| szabalyoz0 utasitast kell adnunk:

| > infol evel [Kruskal sAl gorithn] := 4:

A KruskalsAlgorithm els paramétere a graf, a masodik, opcionalis, paraméter hasznalata esetén
| megkapjuk a minimalis feszitfa 6sszsulyat is.

| > T := Kruskal sAl gorithm(G"'w):
[> "Amnimalis feszitfa él sul yai nak 6sszege =w,

A minimalis feszitfa ¢lsulyainak 0sszegét megkaphatjuk a GetEdgeWeight és az add utasitdsok
| egytittes alkalmazasaval is:

| > add( Get EdgeWei ght (G e), e=Edges(T));

> Amnimalis feszitfa élei a sulyukkal = map(t->[t,
| CGet EdgeWeight (T, t)], Edges(T));

;Ugyanez a Maple beépitett eljarasaval:

| > Edges(T, wei ghts);

A kovetkez utasitassal a megtalalt minimalis feszitfat kitlintetett szinnel belerajzoljuk az
| eredeti grafba

| > Hi ghl i ght Subgraph(G T, red, green);




| > DrawG aph(GQ);
Rajzoljuk {6l csak a gazdasagos, minimalis 6sszsulyt feszitfat! Az dbran lathato fagraf azokat
az utszakaszokat tartalmzza, amelyek megépitése esetén minden telepiilésbl minden telepiilésbe
| eljuthatunk burkolt uton, s az utszakaszok 6sszhossza minimalis, 266 méfold.

| > DrawG aph(T);

8.2.3. Példa
Hozzunk létre, véletlenszeren generalt, osszefiigg, sulyozott él, egyszer grafot, és hatdrozzuk
meg a graf minimalis feszitfajat!
Megoldas
A RandomGraphs csomag Randomgraph utasitdsat hasznaljuk a graf generalaséhoz,
ezértbetoltjiik acsomagot.
> W t h(RandonG aphs):

Az eljaras els paramétere a graf csticspontjainak szdma, a masodik annak p valdszinsége (0<=
p<=1), hogy adott ¢l szerepel a grafban, a harmadik paraméter az élek lehetséges stilyanak
intervallumat adja meg, mig a connected opcid jelentése "0sszefiigg" . Bar az elz példanal

leirtuk az egyes lépések magyarazatat, ezt most Ujra megtessziik, az ismert latin mondasra
| gondolva: "Repeticio est mater studiorum", magyarul: Ismétlés a tudas anyja.

[> G := RandonGraph(10, 0.4, weights=1 .. 12, connected):

| > DrawG aph( G ;

[ Ha valamely ¢l sulya nem olvashat6 le egyértelmen az abrarél, akkor a kovetkez utasitassal
| kaphatjuk meg az értéket:

| > CGet EdgeWei ght (G {1, 10});

;Ha az Osszes €l sulyat szeretnénk tudni, akkor a kovetkezképpen jarhatunk el:

| > map(t->[t, Get EdgeWei ght (G t)], Edges(Q));

;...Vagy a Maple beépitett eljarasat hasznalva

| > Edges(G wei ghts);

[ Ha az algoritmus futasat leird lizeneteket is akarunk kapni, akkor az informacioszintet
| szabalyozo utasitast kell adnunk:

[ > infol evel [Kruskal sAl gorithn] := 4:

| > T := Kruskal sAl gorithm(G"'w):

[> "Amnimalis feszitfa él sul yai nak 6sszege =w,

A minimalis feszitfa ¢lsulyainak 0sszegét megkaphatjuk a GetEdgeWeight és az add utasitasok
| egytittes alkalmazasaval is:

| > add( Get EdgeWei ght (G e), e=Edges(T));

> Anmnimalis feszitfa élei a sul yukkal = map(t->[t,

| CGet EdgeWei ght (T, t)], Edges(T));

;Ugyanez a Maple beépitett eljarasaval:

| > Edges( T, wei ghts);

A kovetkez utasitassal a megtalalt minimalis feszitfat kitlintetett szinnel belerajzoljuk az
| eredeti gratba

| > Hi ghl i ght Subgraph(G T, red, green);




|> Drawa aph(Q);
[Rajzoljuk fol csak a gazdasagos feszitfat:
|:> Dr awG aph(T);

8.2.4. Példa

Adjuk meg az alabbi graf egy gazdasagos ( tehat minimalis élkoltség ) favazat! Mennyi a
minimalis osszkoltség?

Megoldas

Adjuk meg elszor is a grafot. Az ¢éleket a sullyal egyiitt adjuk meg. Az [{a,b},s] formatum
jelentése: a és b az €l végpontjai, az s pedig az illet ¢l sulya. Mindezeket listaba folgaljuk, ezt
jelenti a [{a,c},s] formatum, s végiil ezeknek a két elem listdknak a halmazat vessziik.

> G := Gaph({[{a, b},3],[{a c},5],[{b,c},2],[{a e}, 2],[{b, d},
4], [{b,f},4],[{c,d},9].[{c,e},3],[{c,f},4],[{d e}, 4],[{d f},
L 6], [{e, f},7]1});

| Rajzoljuk 10l a grafot.

| > DrawG aph( Q) ;

;Alkalmazzuk az Kruskal algoritmust.

[ > T := Kruskal sAlgorithm(G 'w):

> A mnimalis feszitfa élsulyainak 6sszege =w,

| Ugyanez a Maple beépitett eljarasaval:

| > add( Get EdgeWei ght (G u), u=Edges(T));

> Amnimalis feszitfa élei a sulyukkal = map(t->[t,

| Get EdgeVei ght (T, t)], Edges(T));

| Ugyanez a Maple beépitett eljarasaval:

| > Edges( T, wei ghts);




|_> Hi ghl i ght Subgraph(G T, red, green);
|:> Dr awG aph( G ;

[Rajzoljuk fol csak a gazdasagos feszitfat:

|:> Dr awGr aph(T);

V Kézi szamitas

Nem tal nagy méret G graf esetén papir-ceruzas modszerrel i1s konnyen meghatarozhatjuk a graf
minimalis feszitfajat (gazdasagos favazat). Ekkor a kovetkez algoritmus alapjan jarhatunk el:
Torliink a G-nek kordkben szerepl élei koziil egy legnagyobb koltségt. Az igy kapott G1 graf a
G-nek részgrafja; tovabba G10osszefiigg és G minden pontjat tartalmazza. Ezutan torliink a G1
koreiben szerepl egy legnagyobb koltség élet, és igy tovabb. Ha a torlési utasitas mar nem
hajthat6 végre, akkor az utoljara kapott F grafnak mar nincs kore, és F a G grafnak részgrafja.
Emellett F 0sszefiigg, és a G minden pontjat tartalmazza. Bizonyithatd, hogy F a G gazdasagos
favaza.

8.2.5. Példa

Bevezet példank nem tul nagy méret, tehat alkalmas a papir-ceruzas modszerrel tértén
megoldas bemutatasara!

Megoldas

Az esereti grafot rajzoltuk fel elszor, majd sor-folytonosan rendre toroltiik a graf korokben
szerepl ¢lei koziil egy legnagyobb koltségt. Végiil eljutottunk a gazdasagos favazhoz. Ez
megegyezik a KruskalsAlgorithm eljaras alkalmazasaval nyert favazzal.
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Y A legrovidebb ut, Dijkstra algoritmusa

V Bevezetés

A boldogsaghoz vezet legrovidebb ut: az énismeret. (Hioszi Tatiosz)

Gyakori feladat, hogy két pont k6zott meg kell talalnunk a legrovidebb utat. A legrovidebb szo itt
sok mindent jelenthet: jelentheti azt, hogy az ut hossza legyen minimalis; gondolhatunk arra, hogy
az utazas ideje legyen a legrovidebb; vagy az is elképzelhet, hogy olyan utvonalat keresiink,
amelynek a koltsége minimalis. Akarmelyik esetrl is legyen sz0, a probléma mndig

modellezhet grafokkal a kdvetkezképpen:

Legyen adva egy iranyitas nélkiili, silyozott ¢l G graf, amelyben minden ¢l stlya ( koltsége)
pozitiv. Tekintsiik tovabba a graf két pontjat, a-t és z-t. Keressiik meg az a-bol z-be vezet
legkisebb koltség utat, vagy mas kifejezéssel a legrovidebb utat. Két pont kozotti ut koltsége
alatt az utat alkoto ¢élek koltségének Osszegét értjiik.

A Dijkstra-algoritmus ezt a feladatot oldja meg. Az algoritmust Edsger Wybe Dijkstra holland
informatikus 1956-ban alkotta meg, €¢s 1959-ben publikalta.

8.3.1. Példa

Mennyi az a-bol z-be vezet legrovidebb, mas kifejezéssel élve kigkisebb koltség ut hossza? Adjuk
is meg ezt az utat!




Megoldas

Bar ilyen kis méret graf esetében szemlélet alapjan is meghatarozhat6 a legkisebb koltség, vagy
masképp szolva a legrovidebb Ut, mi most nem igy tesziink. A kdvetkezkben részletesen kifejtett
modszert probaljuk elkésziteni. Két olyan ut van, amely (a terminalis csucs eléréséig) nem
tartalmaz a-n kivil cstcsot, a,b és a,d. Az a,b illetve a,d ut hossza rendre 4 ill. 2, ezért d az a-hoz
legkozelebbi csucs. Ezutan megkereshetjiik a kdvetkez legkdzelebbi csucsot az 6sszes olyan utat
tekintetbe véve, amely csak az a-n és a d-n haladhat at, mieltt az utols6 csucsba érkeznék. A
legrovidebb ilyen Ut b csucsba még most is a,b, s ez 4 hosszisagu, az e csucsba vezet
legrovidebb ut a,d,e, €s ennek hossza 5. Tehat a kovetkez legkdzelebbi cstics a-hoz b. A
harmadik a-hoz legkdzelebbi cstics megkereséséhez az 6sszes olyan utat kell megvizsgalnunk
amely csak az a,b és a d csticson halad at, mieltt a "végallomdsra" érne. Van egy 7 hosszlisagu ut
c-ig, az a,b,c ¢és egy 6 hosszlsagu z-ig, az a,d,e,z Gt. Ezért z a kdvetkez legkdzelebbi csucs az a-
hoz és a legrovidebb 1t hossza 6.

A Dijkstra algoritmus leirasa

Az elz szekcio példaja illusztralja a Dijkstra algoritmust. Természetesen, ahogy emlitettiik mar,
ebben az esetben eredményesek lehettiink volna az dsszes lehetség atvizsgaldsaval is. De ilyen
modon nagyobb méret grafoknal mar nem lehetiink sikeresek. A kdvetkezkben a probléma
altalanos targyalasaval foglalkozunk, azaz a legrovidebb ut megkeresésével tetszleges, iranyitas
nélkiili, sulyozott, egyszer grafok esetében. A Dijkstra algoritmus ugy halad elre, hogy
megkeresi az a-t6l a szomszédos csucsig a legrovidebb utat s annak a hosszat hosszat, majd a
legrévidebb utat a-t6l a masodik csucsig, és igy tovabb, mig végiil megtalalja az a-tdl a z-ig tartd
legrévidebb utat.

Az algoritmus iterdciok sorozataval valdosul meg. A csticsok kitiintetett halmaza konstrualodik
iteracios 1épésenként egy-egy 0j cstics hozzaadasaval. Az iteraciéo minden egyes 1épése egy
cimkézési eljarast valosit meg. Ebben az eljarasban egy w csucs cimkéje a legrovidebb olyan ut
hossza a-t6l w-ig, amely Ut csak olyan csucsokat tartalmaz, amelyek mar a megkiilonboztetett
halmazhoz tartoznak. A megkiilonboztetett halmazhoz hozzdadott csiics minden egyes 1épés soran
egy minimalis cimkéj csucs azok koziil, amelyek nem tartoznak a megkiilonboztetett halmazhoz.

Ezek utan részletesen leirjuk a Dijkstra - algoritmust. Els 1épésként az a csucs 0, a t6bbi csucs oo
cimkét kap. Ezt igy jeloljiik:

Ly(a) =0¢ésLy(v) =.A 0 index azt mutatja, hogy még nem tortént iteracio, a 0-adik iteracios
1épésnél tartunk.A cimkék a legrovidebb utat mutatjak az a csticstol a v cstcsig. Most még
¢rtelemszeruen az ut egyeteln csucsbol all csak.(Ha egy cstucshoz nincs ut az a-tol, akkor « a
legrovidebb Ut hossza.)

Az algoritmus a csucsok megkiilonboztetett halmazanak formalasaval halad elre. Jelolje S, ezt a

halmazt a cimkezesi eljaras k-adik iteracios lépése utan. Az eljarast S, = J-val kezdjik. S, ugy
képzdik az S, _ |-bl, hogy hozzavesziink a csucsokhoz egy minimalis index, az S, _ |-be nem



tartozg, u csucsot. Miutan u-t hozzavettiik az S;-hoz, feliilirjuk az 6sszes, S;-hoz nem tartozo6 csucs
indexét, oly modon hogy L,(v), a v cstics k-adik iteracios l€pés utani cimkeje a legrovidebb olyan
ut hossza az a-t6l a v-ig, amely csak S,-hoz tartoz6 csicsokat tartalmaz (azaz olyan cstcsokat,

amelyek u-val egylitt mar a megkiilonboztetett halmazban
vannak.)
Legyen v egy, nem az S;-ban lev csucs.A v cimkéjét frissitend, jegyezziik meg, hogy , (v)a

legrovidebb olyan Ut az a-tél a v-ig, amely csak S;-beli csticsokat tartalmaz. A frissitest

hatékonyan végezhetjiik, ha felhasznaljuk a kdvetkez megtigyelést: A legrovidebb olyan ut,
amely csak S, elemeit tartalmazza, kétf€lekepp johet létre:

* a legrovidebb ut a-tol z-ig, amely csak S, _ elemeit tartalmazza (azaz a megkiilonboztetett

csucsok az u nélkiil).
* vagy a k — 1-edik 1épés soran 1étrejov, az a-tol az u-ig vezet ut, hozzaadva az (u, v) élet.
Formulaval kifejezve:

L (a,v) =min{l, _,(a,v), L, _(a,u) +w(u,v)}
Az eljaras iterativ, egymas utdn adédnak hozza a csucsok a megkiilonboztetett halmazhoz,
utdljara az csucs. Amikor z is hozzdadddott a megkiilonbdztetett halmazhoz, akkor cimkéje a
legrovidebb Ut az a csucstol az csucsig.

V Pszeudokéd

procedure Dijkstra(G:sulyozott, 6sszefligg,
egyszer graf, pozitiv sulyokkal)

{G cstcsai a =vy, v, . .., v, =z az €lek sulyai
w(vl., vj), ahol w(vl., vj) =o0, ha {v, vj}nem éle G-
nek}
for i:=1 ton

L(vl.) =00

L(a):=0
S:=g

{a cimkéket ugy inicializaltuk, hogy az a cstics
cimkeje 0, minden mas cimke oo, €s S lires
halmaz.}

while z&S

begin

u : = egy csucs, amely nincs S-ben, s amelyre L
(u) minimalis

S :=SU{u}

for minden v csucsra, amely nincs S-ben

if L(u) +w(u,v) <L(v) then
L(v) == L(u) +w(u,v)

{ezéltal hozz4adodik egy minimalis cimké)
csucs S-hez €s minden nem S-beli csucs cimkéje
megujul}
end {L(z) =az a-bol z-be vezet legrovidebb ut}




V Példa

Az elzk illusztracidjaként hasznaljuk a Dijkstra-algoritmust az (a) dbran lathat6 sulyozott graf
a és z csucsa kozotti legrovidebb ut megkeresésére.

Az eljaras 1épéseit az alabbi abrasorozaton jelenitettiik meg. Az iteracié minden egyes 1épésénél
az §) -hoz tartozé cstcsokat bekarikaztuk €s egyes lépesénel megadtuk az a csucstol az S;-ba

tartozo cstucsokig vezet legrovidebb tutat. Az algoritmus a z cstics bekarikazasaval ér véget.
Lathato, hogy a-t6l z-ig a legrovidebb ut az a,c,b,d,e,z, és ennek hossza 13.
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¥ Maple eljaras

_Oldjuk meg az elz szekciodban szerepl feladatot a Maple Graphtheory csomag
| DijkstrasAlgorithm eljarasaval is!

| > restart:

| > with(G aphTheory):

;Tekintsiik a G Osszefiigg, egyszer, sulyozott grafot:

| > V:=[a, b,c,d,e,z];

> E={[{a,b},4],[{a,c},2],[{b,c},1],[{b,d},5],[{c,d},8],[{c,e},
L 10],[{d, e}, 2],[{d, z},6],[{e, z},3]};

| > G =G aph(V, E);

[ Rajzoljuk fol a gréfot!

| > DrawG aph( G ;

;Keressﬁk meg az 1-es csucsbol a 8-as csucsba vezet legrovidebb utat!

| > DijkstrasAlgorithm(G a, z);

Az algoritmussal az elz megoldassal megegyezen megkaptuk, hogy a legrovidebb ut: a, c, b,
| d, e, z, és ennek hossza 13.

Az eljaras outputja két elem lista. Az els elem a lerdvidebb tutat add csucsok listdja, a masodik

| elem az ut koltsége.



| > Csucsok: =op(1,%;

LA legrovidebb utat az abran kiemelhetjiik: a cstcsokat lila, az €éleket piros szinnel jedlve:
| > Hi ghli ght Vertex(G Csucsok, magent a) ;

| > Hi ghlight Edges(G Trail (op(Csucsok)), red);

| > DrawG aph(G style=circle);

>

VY Ellenrz kérdések

1. Mit értiink a gyokeres fa preorder, indoorer, postorder bejarasa alatt?
2. Ertelmezze a kifejezés prefix, infix és postfix kodjat!

3. Definialja a favaz (feszit fa) fogalmat!

4. Mit értiink minidlis érték favaz alatt?

5. Melyek a Kruskal algoritmus 1épései?

6. Milyen feladatot old meg Dijkstra algoritmusa?




